3 дәріс. Дифференциалдық теңдеулерге келтірілетін есептер. Негізгі анықтамалар. Бірінші ретті дифференциалдық теңдеулер. Коши есебі. Айнымалылары ажыратылатын бірінші ретті теңдеулер.

Табиғаттағы құбылыстар, қоғамдағы қатынастар, дербес жағдайда, экономикалық шамалар да уақытқа немесе бір-біріне қатысты өзгеріп отырады. Әр құбылыстың өзіне тән өзгеру жылдамдығы, өзгеріс заңдылығы бар. Құбылыс [image: ] қатынасымен берілсе, өзгеріс жылдамдығы оның туындысымен сипатталады.   Ал құбылыс пен оның өзгеру жылдамдығының байланысы дифференциалдық теңдеулер арқылы сипатталады.
 	Анықтама. Дифференциалдық теңдеу деп  х тәуелсіз айнымалы, одан тәуелді [image: ] функция және оның түрлі ретті туындыларын өзара байланыстыратын теңдеуді айтамыз:

[image: ].              		                 (1)

	Дифференциалдық теңдеу ретi  деп теңдеудегі туындының жоғары ретін айтамыз.
	Мысалы,  [image: ], [image: ], [image: ]  – бірінші ретті дифференциалдық теңдеулер;  [image: ]– екінші ретті дифференциалдық теңдеу; [image: ] – үшінші ретті дифференциалдық теңдеу.
	Дифференциалдық теңдеу шешімі деп оны тепе-теңдікке айналдыратын  y=y(x) функцияны айтамыз. Дифференциалдық теңдеудің шешімі болатын функцияның графигі интегралдық қисық деп аталады.  
	Дифференциалдық теңдеу шешімінде саны теңдеу ретіндей болатын [image: ] ([image: ]-теңдеу реті) еркін тұрақтылар болса, [image: ], оны жалпы шешім дейміз. Жалпы шешімнен еркін тұрақтылардың нақтылы бір мәніндегі алынған шешім дербес шешім деп аталады.
  	Мысалы, [image: ] теңдеудің жалпы шешімі  [image: ] болады, мұндағы [image: ] қандай да бір тұрақты сан. Шынында да,  осы функция теңдеуді тепе-теңдікке айналдырады, 
[image: ][image: ][image: ].

Дифференциалдық теңдеудің шешімі болатын интегралдық қисықтар 1-суретте кескінделген.
[image: ]

1-сурет

	Дифференциалдық теңдеудің берілген бастапқы шартты қанағаттандыратын дербес шешімін  табуды Коши есебі дейді.
Коши есебінде бастапқы шарт:

[image: ], [image: ], [image: ], ...

түрінде беріледі және оның саны дифференциалдық теңдеу ретімен бірдей болады. 
	Қарастырған мысалдағы дифференциалдық теңдеуге бастапқы шарт қойсақ, Коши есебін аламыз:

[image: ], [image: ].

Дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі [image: ]. Осы шешімдегі [image: ] пен у орнына бастапқы шарттарды қоямыз, [image: ] да, еркін тұрақтыны табамыз, [image: ] мәнді  табамыз. Табылған мәнді жалпы шешімге қойып,  [image: ] дифференциалдық теңдеудің берілген бастапқы шартты қанағаттандыратын  дербес шешімін немесе Коши есебінің шешімін табамыз. 
	Графиктік түрде дербес шешімді табу дегеніміз жалпы интегралдық қисықтардың арасынан  [image: ] нүктені басып өтетін қисықты табу деген сөз (1-сурет).
	
	Дифференциалдық теңдеулер қалай пайда болатындығына мысалдар қарастырайық.
	1. Бастапқы температурасы [image: ] дене температурасы [image: ] болатын ортаға қойылды [image: ]. Уақытқа (t) байланысты дене температурасының өзгеріс заңдылығын анықтау керек.  
	Шешуі. Дененің  [image: ] мезеттегі температурасы [image: ] болсын. Осы температура [image: ] уақытта [image: ] шамаға өзгереді. Орта температурасы  дене температурасынан төмен болғандықтан  [image: ],  демек, өзгеріс жылдамдығы [image: ] болады.  Физикадан дене температурасының өзгеріс жылдамдығы дененің сол мезеттегі  температурасына пропорционал екендігі белгілі, яғни:

[image: ],                                                        (2)

 мұндағы, [image: ] пропорционалдық коэффициенті. 
	(2) теңдеу уақытқа байланысты дене температурасының өзгеріс заңдылығын береді.  Бұл теңдеу [image: ] тәуелсіз айнымалы, одан тәуелді [image: ] функциясы және оның [image: ] туындысын байланыстырып тұрған дифференциалдық теңдеу. Теңдеудің жалпы  шешімі 

[image: ],

мұндағы, С еркін тұрақты  (Шешім қалай табылғандығы кейінірек айтылады).  Есепте  [image: ] уақыт мезетіндегі температура [image: ].  Осы шартты жалпы шешімге қойып, [image: ],  еркін тұрақтының [image: ] екенін көреміз. Осы табылған мәнін жалпы шешімдегі орнына апарып қойсақ, (2)  дифференциалдық теңдеудің дербес шешімін аламыз:

[image: ].

	2. Статистикалық мәліметтердің қорытындысы бойынша қандай да бір уақыт аралығындағы өмірге келген балалар мен өмірден өткен адамдар саны сол мезеттегі халықтың санына тура пропорционал екен.  Халық санының өзгеру заңдылығын сипаттау керек.
	Шешуі. [image: ] мезеттегі халық саны [image: ] болсын. [image: ] уақытта өмірге  [image: ] бала дүниеге келеді де, [image: ] адам дүниеден өтеді, мұндағы,  [image: ] мен [image: ]  сәйкес пропорционалдық коэффициенттер.  Сонда [image: ] уақытта халықтың  [image: ] өсімі өмірге келген балалар мен өмірден өткен адамдар санының айырымына тең, яғни:
[image: ].

[image: ] деп белгілеп, өрнекті ықшамдасақ,

[image: ].

[image: ] жағдайда шекке көшсек, 

[image: ]                                                           (3) 

дифференциалдық теңдеу аламыз. (3) теңдеу уақытқа байланысты халық санының өзгеру заңдылығын сипаттайды.  Бұл теңдеу [image: ] тәуелсіз айнымалы, одан тәуелді [image: ] функциясы және оның [image: ] туындысын байланыстырып тұрған дифференциалдық теңдеу. Теңдеудің жалпы  шешімі: 

[image: ],

мұндағы,  С еркін тұрақты. Егер  [image: ] болса, [image: ]  болады,  демек, есептің мазмұнына байланысты С  бастапқы халық саны екен.
	3. Кәсіпорынның  [image: ] мезеттегі өндірген өнім көлемі [image: ] болсын.  Осы тауарды р  бағамен сатады десек, кәсіпорынның осы мезеттегі табысы [image: ] болады. 
	Кәсіпорынды кеңейтуге жұмсалған инвестицияны [image: ] деп белгілейік және ол табыстің бір бөлігін құрайды

[image: ],                                      (4)

[image: ]пропорционалдық коэффициенті, [image: ]. 
	Өнім өндіру жылдамдығы [image: ] инвестицияға про-порционал болады, яғни:

[image: ]                                                      (5) 

(4) және (5) қатынастардан: 

[image: ],                                                        (6) 

дифференциалдық теңдеу аламыз. Мұндағы, [image: ].

	Енді дифференциалдық теңдеу шешімін табу мәселесіне көшейік.  Дифференциалдық теңдеудің шешімін табу үдерісін теңдеуді интегралдау дейді. 
	 	



АЙНЫМАЛЫСЫ АЖЫРАТЫЛАТЫН  
ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУ
	
	Бірінші ретті дифференциалдық теңдеуді қарастырайық, 

                   [image: ].                                                          (7)

Егер осы теңдеу функция туындысына қатысты шешіліп тұрса,  
                      
[image: ]                                                             (7’)
деп немесе [image: ] екенін ескерсек, 

[image: ]                                           (7")

деп жазылады.
Егер (7) теңдеу 

                 [image: ]                                      (8)

 түрінде жазылатын болса, ол айнымалысы ажыратылатын  дифференциалдық теңдеу деп  аталады. 
	Бұл теңдеуді шешу үшін теңдеудің екі жағын [image: ] көбейткішке бөлеміз:
[image: ]

Сонда   dx алдында тек х-тен тәуелді, ал dy алдында тек у-тен тәуелді функция тұрады да, теңдеудің айнымалылары ажыратылады. Енді теңдеуді мүшелеп интегралдап шешімін табуға болады:

[image: ].

	Мысалы, [image: ] дифференциалдық теңдеудің шешімін табайық. [image: ] екенін ескеріп, теңдеуді

[image: ].
түрінде жазайық.
	Теңдеудің екі жағын ху  көбейткішке бөліп айнымалысын ажыратамыз:
[image: ].
Мүшелеп интегралдаймыз, [image: ]. Сонда lny+lnx=lnC, осыдан: [image: ] екендігі шығады. Бұл функция берілген дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі болады (1-сурет).

	Мысал. Бастапқы температурасы [image: ] дене температурасы [image: ] болатын ортаға қойылды [image: ]. Уақытқа (t) байланысты дене температурасының өзгеріс заңдылығын анықтау керек.
	Шешуі. [image: ] екенін ескеріп, теңдеуді: 

[image: ]

түрінде жазайық.
Теңдеудің екі жағын [image: ] көбейткішке бөліп, айнымалысын ажыратамыз:
[image: ].

Мүшелеп интегралдаймыз, [image: ]. Сонда [image: ], осыдан теңдеудің жалпы шешімі [image: ] екендігі шығады. 

[bookmark: _GoBack] СЫЗЫҚТЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУ

	Бiрiншi реттi дифференциалдық теңдеу сызықты деп аталады, егер ол 

                                       y'+P(x)y=Q(x)                                            (1)

 түрінде жазылатын болса.
Егер (1) теңдеудегі Q(x)=0  болса, сызықты теңдеу біртекті  деп аталады:

                                      y'+P(x)y=0.                                             (2)

	Сызықты біртекті дифференциалдық теңдеу шешімін бірден алуға болады:

[image: ][image: ][image: ]

[image: ][image: ].

Сонымен,   сызықты бiртектi дифференциалдық теңдеудiң жалпы шешiмi мынадай: 

[image: ].

	Енді (1) теңдеуді шешумен айналысайық. Сызықты дифференциалдық теңдеудiң шешімін тұрақтыны вариациялау (Лагранж әдісі) әдісімен табады. Бұл әдіс (1) теңдеу шешімін сәйкес біртекті теңдеуінің шешімінен алады. Біртекті теңдеуінің   шешіміндегі С ерікті тұрақтыны х-тен тәуелді функция деп қарастырамыз:

                  [image: ].                                                (*) 

С(х) функциясын табу үшін у және [image: ] мәндерін  (1) теңдеуге қоямыз. [image: ] тауып алайық:

[image: ].

Енді  у және [image: ] мәндерін  (1) теңдеуге қоямыз:

[image: ]

[image: ];    [image: ].

[image: ]  екенін ескеріп, мынаны аламыз: 

[image: ].

Мүшелеп интегралдап, белгісіз С(х) функцияны табамыз: 

[image: ]

С(х) функция мәнін (*) теңдеуге қойып (1) сызықты дифференциалдық  теңдеу шешімін аламыз:

                    [image: ]                                      (3)

Мысал. [image: ] дифференциалдық теңдеуді шешу керек.
Шешуі. Теңдеудің екі жағын х-ке бөлсек, сызықты теңдеу аламыз: 
[image: ],

Мұнда,  P(x)=[image: ] , Q(x)=2x3 . Теңдеудің шешімін табу үшін (3) формуланы қолданамыз.

[image: ][image: ]

[image: ][image: ][image: ].

Сонымен, берілген сызықты теңдеу шешімі:    [image: ].
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